TEMA 5: TRANSFORMADA DE LAPLACE

Transformada de Laplace: transformada bilateral de Laplace; region de
convergencia; relacion entre transformada de Fourier y transformada de
Laplace; analisis de sistemas representados por ecuaciones diferenciales;
transformada unilateral de Laplace y su aplicacion al analisis de sistemas.

TRANSFORMADA DE LAPLACE
Transforma la variable real t en la variable compleja s = 0 + jw

Punto de partida del analisis: las exponenciales complejas de la forma eS¢ son
funciones propias de los sistemas LTI:

e Sila entrada es x(t) = eSt, entonces la salida sera:

y(t) = e H(s)

o H(s), valor propio asociado a la exponencial compleja est. Es la
transformada de Laplace de la respuesta al impulso h(t) y se conoce
como funcion de transferencia o funcion del sistema LTI.

La transformada de Laplace de una senal arbitraria x(t) se define como:
X(s) =f x(t)e stdt

L
x(t) «— X(s)

e Si restringimos la variable compleja s al eje imaginario, s =jw, la
expresion de transformada de Laplace se corresponde con la de Fourier:

X(jw) = X(S)|s=jw

e Se puede interpretar la transformada de Laplace como la transformada de
Fourier de la senal x(t) multiplicada por la exponencial real e~?t que sera
creciente o decreciente con el tiempo dependiendo del valor de o:

X(s)=X(o+ jw) = foo x(t)e-@Hiotgr = foo(x(t)e—ot)e—jwtdt

que puede verse como la transformada de Fourier de la sefal x(t)e ?:
X(s) = F{x(t)e "}

Region de convergencia de la transformada de Laplace

Se define la region de convergencia (RoC) de la transformada de Laplace como
el conjunto de valores de s para los que la transformada |X(s)| < o. Esto es
equivalente a decir que:

f |x(t)|e?tdt < o



Que un determinado valor de s pertenezca o no a la RoC depende Unicamente
de la parte real de s: 0 = Re{s}

Propiedades de la region de convergencia
Propiedad 1: La RoC de X(s) son bandas verticales paralelas al eje — w.

Propiedad 2: Si X(s) es una funcion racional la RoC no contiene polos de la
transformada de Laplace.

Propiedad 3: Si x(t) es una senal de duracion finita y absolutamente
integrable, la RoC es todo el plano s.

Propiedad 4: Si x(t) es una senal acotada por la izquierda (senal unilateral
derecha), la RoC se extiende hacia la derecha.

Propiedad 5: Si x(t) es una senal acotada por la derecha (sehal unilateral
izquierda), la RoC se extiende hacia la izquierda.

Propiedad 6: Si x(t) es una sefal no acotada en el tiempo (sefnal bilateral),
la RoC es una banda paralela al eje — w.

Ademas:

Propiedad 7: si la transformada de Laplace de x(t) es una funcién racional,
entonces su RoC esta limitada por polos o se extiende al infinito.
Adicionalmente no hay polos de X(s) en la RoC.

Propiedad 8: Si la transformada de Laplace de x(t) es racional entonces si
x(t) esta acotada por la izquierda la RoC es la region en el plano s a la
derecha del polo mas a la derecha. Si x(t) esta acotada por la derecha la
RoC es la region en el plano s a la izquierda del polo mas a la derecha.

Transformada inversa de Laplace
1 o+joo

x(t) = —f X(s)estds
21j )5 joo

La senal continua x(t) puede representarse como una integral ponderada de
exponenciales complejas. El contorno de integracion es la linea en el plano-s
correspondiente a todos los puntos s que satisfaga Re{s} = o. Como siempre,
esta linea es paralela al eje — w. La evaluacion formal de esta integral se realiza
mediante la integral de contorno en el plano complejo. Sin embargo, si la
transformada es una funcion racional (cociente de polinomios), la transformada
inversa de Laplace se puede determinar sin la evaluacion directa de esta
ecuacion, utilizando el método de expansion en suma de fracciones parciales.

Propiedades de la transformada de Laplace

Las propiedades fundamentales de la representacion de Laplace para las
senales analizadas anteriormente estan reflejadas en la tabla proporcionada en
clase y que también tenéis en la pagina de la asignatura.



CARACTERIZACION DE LOS SISTEMA LTI

Un sistema LTI queda completamente determinado mediante la transformada
de Laplace, H(s), de su respuesta al impulso, h(t), y de la RoC de la
transformada.

Algunas de las caracteristicas de los sistemas LTI pueden estudiarse a partir de
H(s).

o Estabilidad: un sistema LTI es estable si y solo si la RoC de la funcion de
transferencia H(s) incluye al eje — jw 0 bien si la frontera de la RoC es el
propio eje — jw y éste no contiene polos de la transformada de Laplace.

e (Causalidad:
o En un sistema LTI causal, la respuesta al impulso, h(t), es nula para
tiempos negativos (h(t) =0, t < 0). Al tratarse de una sefnal acotada
por la izquierda, la RoC se extiende hacia la derecha, hacia s — oo.

o Si la funcion de transferencia es racional, cociente de polinomios en s,
la RoC es el semiplano situado a la derecha del polo mas a la derecha
hacia s — .

o Enun sistema LTI anticausal, la respuesta al impulso, h(t), es nula para
tiempos positivos (h(t) = 0, t > 0). Al tratarse de una senal acotada por
la derecha, la RoC se extiende hacia la izquierda, hacia s — —o.

o Si la funcion de transferencia es racional, cociente de polinomios en s,
la RoC es el semiplano situado a la izquierda del polo mas a la izquierda
hacia s — —oo.

Sistemas caracterizados por ecuaciones diferenciales lineales de
coeficientes constantes

Un sistema caracterizado por ecuaciones diferenciales tiene la forma:
N

Y dky(6) ib dkx(t)
odtk T o dtk

Calculando la transformada de Laplace (propiedad de derivacion) se obtiene la
funcion de transferencia del sistema continuo:

a,s*Y(s) = ) b,s*X(s)
H(s) = Y(s)  Xi—obis”

CX(s)  XN_,a.sk

Se ve que la funcion de transferencia de un sistema descrito mediante una
ecuacion diferencial es siempre racional:

o Ceros: M  bysk =0

o Polos: Y:¥_,axs® =0



Esta caracterizacion no incluye una especificacion de la RoC. Para que quede
completamente especificada debe conocerse informacion adicional del
sistema, por ejemplo, estabilidad o causalidad.

TRANSFORMADA UNILATERAL DE LAPLACE
e Interés:
o Analisis de sistemas causales

o Analisis de sistemas especificados por ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes y con condiciones iniciales distintas de cero
(sistemas que inicialmente no estan en reposo)

o La transformada unilateral de Laplace de una sefnal arbitraria x(t) se
define como:

0]

X (s) =f x(t)e stdt

2(6) <25 X (s)

Propiedades de la transformada unilateral de Laplace

Tiene varias propiedades importantes, muchas de las cuales son las mismas que
la de la transformada bilateral y varias difieren significativamente. En la tabla
proporcionada se resumen estas propiedades en clase y que también tenéis en
la pagina de la asignatura.

Solucién de ecuaciones diferenciales usando la transformada unilateral de
Laplace

El uso principal de la transformada unilateral de Laplace es la obtencion de una
solucion para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes y
con condiciones iniciales diferentes de cero (ver ejemplo en el pdf del tema 5,
pagina de la asignatura).



